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Principalisation abélienne des groupes de classes de rayons
Jean-François Jaulent
Résumé. Nous montrons que la méthode utilisée par Bosca pour faire capituler les classes d’idéaux d’un corps
de nombres s’étend aux classes de rayons dans le cas modéré. Plus précisément, nous prouvons que pour toute
extension K/k de corps de nombres dans laquelle une au moins des places à l’infini se décompose complètement et
tout diviseur m sans facteur carré, il existe une infinité d’extensions abéliennes F/k telles que les classes de rayons
modulo m de K se principalisent dans KF . Il suit de là que les résultats de Kurihara sur la trivialité des groupes
de classes des pro-extensions abéliennes maximales des corps de nombres totalement réels valent encore pour les
groupes de classes de rayons dans le cas modéré.
Abstract. Buiding on Bosca’s method, we extend to tame ray class groups the results on principalization of ideals
of a number field by composition with abelian extensions of a subfield first studied by Gras. More precisely, for any
extension of number fields K/k, completly split at at least one infinite place, and any squarefree divisor m of K,
we prove that there exist infinitely many abelian extensions F/k such as the ray classes mod m of K principalize in
KF . As a consequence we generalize to tame ray class groups the results of Kurihara on triviality of class groups
for maximal abelian pro-extensions of totally real number fields.
Introduction
Il est reconnu que la capitulation des idéaux (i.e. leur principalisation) par extension abélienne
est un problème difficile. La raison en est, nous semble-t-il, que la théorie du corps de classes qui
décrit précisément ces extensions abéliennes est centrée sur les questions normiques tandis que la
capitulation met en jeu, elle, les propriétés du morphisme d’extension.
Du point de vue cohomologique, le noyau de capitulation dans une extension galoisienne est
gouverné par le premier groupe de cohomologie des unités. Il est donc naturel que les propriétés des
unités – et donc le comportement des places à l’infini – joue un rôle essentiel dans ces questions.
C’est ainsi que Gras a montré dans [5] que, pour une extension abélienne de corps de nombres
K/k vérifiant des conditions de signatures convenables, il existe une infinité d’extensions abéliennes
F/k telles que les idéaux de K se principalisent dans le compositum FK. Ce résultat a été ensuite
généralisé par Bosca dans [1] puis [2] pourK/k arbitraire sous la seule condition que l’une au moins
des places à l’infini se décompose complètement dans K/k. Par passage à la limite inductive dans
les tours abéliennes pour k = Q, il retrouve ainsi le théorème de Kurihara [14] sur la trivialité
du groupe de classes du compositum de K avec l’extension abélienne maximale Qab du corps des
rationnels pour K totalement réel et démontre en outre la conjecture de Gras (cf. [5], p. 405).
La preuve de Bosca repose sur la conjonction de trois types d’arguments : la description des
groupes de normes donnée par le corps de classes ; le théorème de densité de Čebotarev ; et des
calculs fins de classes ambiges dans le cas cyclique, à la manière de Chevalley.
Le but de la présente note est d’étendre aux groupes de classes de rayons ClmK les résultats
de Bosca en reprenant essentiellement la même stratégie – au prix de quelques complications
techniques – dans le cas où le diviseur mK qui définit le module de congruences est sans facteur
carré, ce qui, du point de vue du corps de classes, revient à accepter de la ramification modérée.
Le résultat que nous obtenons, en parfaite analogie avec le cas des classes d’idéaux, généralise
ainsi ceux de Bosca et, partant, de Kurihara dans ce nouveau cadre, et les redonne comme cas
particuliers lorsque mK est pris trivial. Comme expliqué en appendice, le cas sauvage, en revanche,
met en jeu ultimement d’autres phénomènes qui s’opposent à la principalisation des groupes de
classes infinitésimales correspondants.
1
1 Énoncé des résultats et stratégie de preuve
Le résultat principal de Bosca [2] prouvant la conjecture de Gras peut s’énoncer comme suit :
Théorème A (Bosca). Pour toute extension K/k de corps de nombres dans laquelle une place à
l’infini au moins se décompose complètement, il existe une extension abélienne F/k complètement
décomposée en toutes les places à l’infini, telle que les classes de ClK capitulent dans L = KF .
Sa généralisation en termes de classes de rayons s’énonce naturellement comme suit : étant
donné un ensemble fini T = Tk de places d’un corps de nombres k et une extension K de k,
convenons de noter TK l’ensemble des places de K au-dessus de Tk. Cela étant :
Théorème B. Pour toute extension K/k de corps de nombres dans laquelle une place à l’infini
au moins se décompose complètement et tout ensemble fini T de places de k, il existe une infinité
d’extensions abéliennes finies F/k complètement décomposées en toutes les places à l’infini, telles
que les classes de rayons de ClmKK modulo mK =
∏
qK∈TK
qK capitulent dans L = KF .
Ce second résultat contient naturellement le premier qui correspond au cas particulier T = ∅.
La stratégie pour prouver le Théorème B reprend assez fidèlement, dans un contexte un tout
petit peu plus technique, celle mise en œuvre par Bosca [2] pour établir le Théorème A : comme
tout groupe abélien fini est un produit direct de ℓ-groupes cycliques, il suffit de montrer que pour
tout nombre premier ℓ chaque classe [dK ] d’ordre ℓ-primaire de Cl
mK
K se principalise dansKFd pour
une infinité de ℓ-extensions abéliennes∞-décomposées Fd du corps de base k ; le compositum F des
Fd lorsque d parcourt un système de représentants d’une famille génératrice de classes fournissant
alors un corps principalisant, toutes les classes de ClmKK capitulent par construction dans L = KF .
L’idée est de représenter la classe considérée par un diviseur premier convenable pK ; à prendre
pour F une ℓ-extension de k cyclique p
k
-ramifiée de degré assez grand, dans laquelle l’idéal premier
p
k
au-dessous de pK est très ramifié ; puis à former le compositum L = FK. Par construction,
l’idéal pK est alors une grande puissance d’un idéal qL de L, qui se trouve être ambige dans
l’extension cyclique L/K ; ce qui permet de montrer que sa classe est principale, dès que l’on
contrôle effectivement le nombre de classes d’ambiges dans l’extension cyclique L/K, ce qui se fait
en imposant au diviseur pK un certain nombre de conditions arithmétiques fortes.
Pour cela, il est commode d’établir d’abord le résultat attendu dans le cas galoisien.
La situation considérée est donc la suivante : on suppose que K/k est une extension galoisienne
de corps de nombres, de groupe de Galois ∆ = Gal(K/k), dans laquelle une au moins des places
à l’infini est complètement décomposée ; et que L/K = KF/K provient par composition avec K
d’une ℓ-extension cyclique F/k de groupe C précisée ultérieurement. On suppose en outre donné un
ensemble fini Tℓ, stable par∆, d’idéaux premiers deK ne divisant pas ℓ ; on note mK =
∏
qK∈Tℓ
qK
leur produit et EmKK = {ε ∈ EK | ε ≡ 1 mod×mK} le groupe des unités congrues à 1 modulo mK .
En termes de représentation, l’hypothèse faite, qui revient à postuler que le sous-groupe de
décomposition ∆p∞ de l’une des places à l’infini est le sous-groupe trivial de ∆, assure, d’après le
théorème de Herbrand (cf. [9]), que le caractère du groupe des unités
χEK =
(∑
p
∞
Ind∆∆p
∞
1∆p
∞
) − 1∆
contient le caractère d’augmentation χaug∆ = χ
rég
∆ − 1∆. En particulier EmKK , qui est d’indice fini
dans EK , contient donc un sous-Z[∆]-module monogène E εK = ε
Z[∆] de caractère χaug∆ .
Le point-clé de la démonstration consiste à minorer un indice normique en imposant un com-
portement ad hoc de la place pK dans l’extension K
ε
n = K
[
ζℓn ,
ℓn
√
E εK
]
pour un n assez grand.
Le cas général se déduit ensuite facilement du cas galoisien par passage à la clôture galoisienne
de l’extension considérée.
2
2 Classes T ◦K-infinitésimales d’un corps de nombres K
Classiquement la théorie du corps de classes permet d’identifier le groupe des classes d’idéaux
ClK = DK/PK d’un corps de nombres K au groupe de Galois Gal(HK/K) attaché à son corps
de classes de Hilbert, i.e. à son extension abélienne non-ramifiée ∞-décomposée maximale HK .
Étant donné maintenant un ensemble fini TK dde places de K, remplaçons HK par l’extension
abélienne TK-modérément ramifiée ∞-décomposée maximale HT
◦
K
K de K, i.e. par la plus grande
extension abélienne de K qui est non-ramifiée aux places (finies) en dehors de TK , complètement
décomposée aux places à l’infini, et possiblement ramifiée, mais modérément, aux places de TK .
Par la théorie du corps de classes, le groupe de Galois Gal(HT
◦
K
K /K) s’identifie au groupe des
classes de rayons modulo mK =
∏
qK∈TK
qK , i.e. au quotient Cl
mK
K = D
mK
K /P
mK
K du groupe D
mK
K
des diviseurs étrangers à TK par le sous-groupe PmKK formé des diviseurs principaux engendrés par
les éléments x de K× qui satisfont la congruence multiplicative : x ≡ 1 mod× mK .
En particulier, comme pour chaque place finie qK de TK le groupe µ
◦
qK
des racines locales de
l’unité d’ordre étranger à q est fini, le quotient (PK ∩DmKK )/PmKK l’est aussi ; et ClmKK est un groupe
abélien fini, produit comme tel de ses ℓ-sous-groupes de Sylow.
Fixons maintenant un premier ℓ et intéressons-nous au ℓ-sous-groupe CℓmKK = Zℓ ⊗Z ClmKK du
groupe des classes de rayons modulo mK . Nous pouvons l’écrire comme quotient du tensorisé ℓ-
adique DmKK = Zℓ ⊗Z DmKK par le sous-module principal PmKK = Zℓ ⊗Z PmKK . Précisons ce dernier :
pour chaque place qK de K, introduisons le compactifié ℓ-adique RKqK = lim←− K
×
qK
/K×ℓ
m
qK
du
groupe multiplicatif K×qK du complété de K en qK . Et notons UKqK son sous-groupe unité, qui
s’identifie au groupe U1qK des unités principales de KqK , pour qK |ℓ ; au ℓ-sous-groupe de Sylow
µKqK du groupe des racines de l’unité contenues dans KqK , pour qK ∤ ℓ∞ ; à {±1}, pour qK réelle.
Désignons enfin par sqK l’épimorphisme canonique de semi-localisation de RK = Zℓ ⊗Z K× sur
RKqK . Avec ces notations, le sous-groupe PmKK de DmKK est l’image du sous-module
RmKK =
{
x ∈ RK | sqK(x) ∈ UqK ∀qK ∈ T¯ (ℓ)K & sqK(x) = 1 ∀qK ∈ T (ℓ)K
}
,
où T¯ (ℓ)K est le sous-ensemble des places de TK qui divisent ℓ et T
(ℓ)
K son complémentaire.
Notons alors m(ℓ)K =
∏
qK∈T
(ℓ)
K
qK la partie de mK étrangère à ℓ et Cℓm
(ℓ)
K
K = Dm
(ℓ)
K
K /Pm
(ℓ)
K
K le ℓ-groupe
de classes de rayons associé. Par le théorème d’approximation simultanée, le morphisme canonique
CℓmKK = DmKK /PmKK → Cℓm
(ℓ)
K
K = Dm
(ℓ)
K
K /Pm
(ℓ)
K
K
est clairement bijectif. Il vient donc en fin de compte :
Définition & Proposition 1. Étant donné un ensemble fini TK de places du corps K, le groupe
des classes de rayons modulo mK =
∏
qK∈TK
qK est le quotient
ClmKK = D
mK
K /P
mK
K
du groupe des idéaux étrangers à TK par le sous-groupe des diviseurs principaux engendrés par les
éléments x de K× qui satisfont la congruence multiplicative : x ≡ 1 mod× mK .
Pour chaque nombre premier ℓ, notons T¯ (ℓ)K est le sous-ensemble des places de TK qui divisent ℓ
et T (ℓ)K son complémentaire, puis m
(ℓ)
K =
∏
qK∈T
(ℓ)
K
qK la partie de mK étrangère à ℓ. Le ℓ-sous-groupe
CℓmKK = Zℓ ⊗Z ClmKK = DmKK /PmKK ≃ Cℓm
(ℓ)
K
K = Dm
(ℓ)
K
K /Pm
(ℓ)
K
K
s’identifie alors au ℓ-groupe des classes T (ℓ)K-infinitésimales Cℓm
(ℓ)
K
K , quotient du Zℓ-module Dm
(ℓ)
K
K
construit sur les idéaux étrangers à T (ℓ)K par l’image Pm
(ℓ)
K
K du sous-module T
(ℓ)
K-infinitésimal de RK :
Rm(ℓ)KK =
{
x ∈ RK = Zℓ ⊗Z K× | sqK (x) = 1 ∀qK ∈ T (ℓ)K
}
,
Nous disons que ClmKK est le ℓ-groupe des classes T
◦
K-infinitésimales du corps K.
Scolie 2. Par la Théorie du corps de classes, le groupe ClmKK s’identifie au groupe Gal(H
T◦K
K /K)
attaché à l’extension abélienne T -modérément ramifiée ∞-décomposée maximale HT◦KK du corps K.
3
3 Identité des classes d’ambiges T ◦K-infinitésimales
Les calculs de nombres de classes ambiges dans une extension cyclique de degré premier ap-
paraissent explicitement dans les travaux de Takagi sur la théorie du corps de classes et trouvent
leurs racines dans le Zahlberich de Hilbert et notamment dans sa preuve du théorème 94 sur la
capitulation. Leur extension au cas cyclique général est due à Chevalley (cf. [4], pp. 402–406) et
repose sur le théorème de représentation de Herbrand pour les groupes d’unités (cf. [9]).
Le but de la présente section est d’en étendre le calcul aux ℓ-classes T ◦K-infinitésimales.
Fixons donc un premier ℓ, une ℓ-extension cyclique de corps de nombres L/K, un ensemble
fini T (ℓ)K de premiers de K ne divisant pas ℓ ; posons m
(ℓ)
K =
∏
pK∈T
(ℓ)
K
pK et m
(ℓ)
L =
∏
pL∈T
(ℓ)
L
pL.
Proposition 3 (Classes infinitésimales d’ambiges). Dans une ℓ-extension cyclique L/K de corps
de nombres, le nombre de ℓ-classes T (ℓ)L -infinitésimales de Cℓm
(ℓ)
L
L qui sont représentées par des idéaux
ambiges (i.e. invariants par le groupe C = Gal(L/K)) est donné par la formule :
(Dm(ℓ)LL C : Pm
(ℓ)
L
L
C
)
= | Cℓm(ℓ)KK |
∏
p∞
K
dp∞
K
(L/K)
∏
p◦
K
∤m(ℓ)K
ep◦
K
(L/K)
[L : K]
(Em(ℓ)KK : NL/K(Em
(ℓ)
L
L )
)
où p∞
K
parcourt les places à l’infini et p◦
K
les places finies étrangères à m(ℓ)
K
ramifiées dans L/K.
Preuve. Partons de l’identité :
(Dm(ℓ)LL C : Pm
(ℓ)
L
L
C
)
=
(Dm(ℓ)LL C : Dm
(ℓ)
K
K
) (Dm(ℓ)KK : Pm
(ℓ)
K
K
)
/
(Pm(ℓ)LL C : Pm
(ℓ)
K
K
)
.
— Le Zℓ-module ambige Dm
(ℓ)
L
L
C est engendré par les produits
∏
pL|pK
pL = p
1/ep
K
(L/K)
K , où pK
décrit l’ensemble des idéaux premiers de K étrangers à m(ℓ)K , de sorte que l’on a :
(Dm(ℓ)LL C : Dm
(ℓ)
K
K ) =
∏
p◦
K
∤m(ℓ)K
ep(L/K).
— Le quotient Dm(ℓ)KK /Pm
(ℓ)
K
K est tout simplement le ℓ-groupe des classes de rayons Cℓm
(ℓ)
K
K .
— Enfin, pour voir que Pm(ℓ)LL C/Pm
(ℓ)
K
K s’identifie au groupe de cohomologie H
1(C, Em(ℓ)LL ), partons
de la suite exacte courte 1 −→ Em(ℓ)LL −→ Rm
(ℓ)
L
L −→ Pm
(ℓ)
L
L −→ 1, qui définit le rayon T (ℓ)L -
infinitésimal ; formons la suite de cohomologie associée. Du diagramme commutatif
1 // Em(ℓ)KK // Rm
(ℓ)
K
K
// Pm(ℓ)KK //

1
1 // Em(ℓ)LL C // Rm
(ℓ)
L
L
C // Pm(ℓ)LL C // H1(C, Em
(ℓ)
L
L )
// H1(C,Rm(ℓ)LL )
nous tirons par le serpent la suite exacte : Pm(ℓ)LL C/Pm
(ℓ)
K
K →֒ H1(C, Em
(ℓ)
L
L )→ H1(C,Rm
(ℓ)
L
L ).
Et il reste à voir que H1(C,Rm(ℓ)LL ) est trivial. Pour vérifier cela, partons de la suite exacte
1→Rm(ℓ)LL →RL →
∏
p|mRLp → 1 ; prenant la cohomologie nous obtenons :
1 // Rm(ℓ)KK // RK //
∏
pK|m
(ℓ)
K
RKpK // 1
1 // Rm(ℓ)LL C // RLC //
(∏
pL|m
(ℓ)
L
RLpL
)C
// H1(C,Rm(ℓ)LL ) // H1(C,RL)
Et le monomorphisme H1(C,Rm(ℓ)LL ) →֒ H1(C,RL) nous donne H1(C,Rm
(ℓ)
L
L ) = 1, via le
théorème 90 de Hilbert : H1(C,RL) = 1 écrit pour les idèles principaux. Il suit :
(Pm(ℓ)LL C : Pm
(ℓ)
K
K
)
= |H1(C, Em(ℓ)LL ) | = |H2(C, Em
(ℓ)
L
L ) | q(C, Em
(ℓ)
L
L ).
Enfin le quotient de Herbrand q(C, Em(ℓ)LL ) coïncide avec q(C, EL) = q(C,EL) puisque Em
(ℓ)
L
L
est d’indice fini dans EL. Et, en fin de compte, il vient donc :(Pm(ℓ)LL C : Pm
(ℓ)
K
K
)
= |H2(C, Em(ℓ)LL ) | q(C, EL) =
(Em(ℓ)KK : NL/K(Em
(ℓ)
L
L )
) [L:K]
∏
p∞
K
dp∞
K
(L/K)
4
4 Minoration de l’indice normique des unités
Dans cette section K/k est une extension galoisienne de corps de nombres, de groupe de Galois
∆ = Gal(K/k), dans laquelle une au moins des places à l’infini est complètement décomposée ;
et L/K = kF/K provient par composition avec K d’une ℓ-extension cyclique F/k de groupe C,
qui sera précisée ultérieurement. On suppose en outre donné un ensemble fini T (ℓ)K , stable par ∆,
d’idéaux premiers de K ne divisant pas ℓ ; on note m(ℓ)K =
∏
qK∈T
(ℓ)
K
qK leur produit.
En termes de représentation, la condition de décomposition assure, d’après le théorème de
Herbrand, que le groupe d’unités Em
(ℓ)
K
K = {ε ∈ EK | ε ≡ 1 mod×m(ℓ)K} contient un sous-Z[∆]-module
monogène E εK = ε
Z[∆] de caractère χaug∆ .
Fixons maintenant un entier n assez grand ; notons ζℓn une racine ℓn-ième primitive de l’unité ;
et considérons l’extension Kεn = K
[
ζℓn ,
ℓn
√
E εK
]
engendrée sur Kn = K[ζℓn ] par les racines ℓ
n-
ièmes des éléments de E εK . Notons E
◦
Kn
la racine de E εK dans EKn , et ℓ
δm = (E ◦Kn : E
ε
KµKn)ℓ la
ℓ-partie de l’indice (E ◦Kn : E
ε
KµKn), qui est ultimement indépendante de n. Par construction, le
degré de l’extension kummérienne Kεn/Kn est donné pour n assez grand par la formule :
[Kεn : Kn] = |Rad(Kεn/Kn)| =
(
E εK : E
ε
K
ℓn
)
/(E ◦Kn : E
ε
KµKn)ℓ = ℓ
(d−1)n/ℓδm .
Introduisons la sous-extension élémentaireKen/Kn de K
ε
n/Kn ; notons (η1K
×ℓ
n , · · · , ηtK×ℓn ) une
Fℓ-base de Rad(Ken/Kn) ⊂ K×n /K×ℓn représentée par des conjugués ηi = εσi de ε dont η1 = ε ;
et définissons τ¯n ∈ Gal(Ken/Kn) par : ℓ
√
η1
(τ¯n−1) = ζℓ & ℓ
√
ηi
(τ¯n−1) = 1, pour i = 2, · · · , t.
Faisons choix enfin d’un relèvement τn de τ¯n dansGn. Il est clair que les conjugués de τ¯n engendrent
Gn/G
ℓ
n = Gal(K
e
n/Kn) de sorte que les conjugués de τn engendrent G.
Soit alors une place p
K
∤ 2ℓm(ℓ)
K
de K au-dessus d’un premier convenable p, complètement
décomposé dansKn/Q, telle que l’application de Frobenius associée à l’extension abélienneK εn/Kn
envoie l’une des places p
Kn
de Kn au-dessus de pK sur l’automorphisme τ
ℓh
n pour un h donné.
Par construction, les sous-groupes de décomposition Dpσ
Kn
(K εn/Kn) respectivement attachés
aux conjuguées pσ
Kn
des places ainsi construites pour σ ∈ Gal(Kn/k) au-dessus des pσK engendrent
alors conjointement le sous-groupe Gal(K εn/Kn)
ℓh . Écrivons donc Kpσ
K
le complété de K en pσ
K
; et
regardons K comme plongé diagonalement dans le produit de ses complétés
∏
σ∈∆KpσK . Il suit :
E εK ∩
∏
σ∈∆
K×ℓ
n
pσ
K
= E εK ∩K×ℓ
n−h
n et
(
E εK : E
ε
K ∩
∏
σ∈∆
U ℓ
n
pσ
K
)
= [Kn[ ℓ
n−h
√
E εK ] : Kn] = ℓ
(d−1)(n−h)/ℓδm .
Notons p = p
k
l’unique place de k au-dessous de p
K
. Supposons en outre la ℓ-extension cyclique
F/k non ramifiée en dehors de p et d’indice de ramification en p donné par ep(F/k) = ℓn.
Il vient alors : epσ
K
(L/K) = ℓn pour tout σ de ∆ = Gal(K/k). Or, puisque par hypothèse la
place p
K
est prise complètement décomposée dans K/Q, les complétés Kpσ
K
sont tous isomorphes
à Qp et leurs groupes unités respectifs Upσ
K
sont procycliques. Il en résulte qu’on a :
(
E εK : E
ε
K ∩
∏
σ∈∆
NLpσ
L
/Kpσ
K
(L×pσ
L
)
)
=
(
E εK : E
ε
K ∩
∏
σ∈∆
U ℓ
n
pσ
K
)
= ℓ(d−1)(n−h)/ℓδm ;
d’où la minoration (au sens de la divisibilité) :
(
E
m
(ℓ)
K
K : NL/K(E
m
(ℓ)
L
L )
) ≻ (Em(ℓ)KK : Em
(ℓ)
K
K ∩NL/K(L×)
) ≻ (E ǫK : E ǫK ∩NL/K(L×)
) ≻ ℓ(d−1)(n−h)/ℓδm .
En fin de compte, en vertu de la formule des classes d’ambiges écrite pour les groupes de classes
de rayons (cf. Prop. 3), le nombre de classes de diviseurs ambiges dans L/K vérifie l’inégalité :
(D
m
(ℓ)
L
L
C : P
m
(ℓ)
L
L
C) ≺ |Clm(ℓ)KK | 2cL/Kℓh(d−1)+δm , indépendamment de n. Ainsi :
Proposition 4. Sous les hypothèses énoncées en début de section, dès lors que l’extension F/k
est ramifiée, avec pour indice de ramification ep(F/k) = n, en une unique place p, au-dessus
d’un premier p complètement décomposé dans K[ζℓn ]/Q et telle que l’application de réciprocité de
Frobenius dans K εn/Kn envoie l’une des places au-dessus de p sur l’automorphisme τ
ℓh
n , l’ordre du
ℓ-sous-groupe de Cℓm(ℓ)LL attaché au compositum L = kF qui est engendré par les diviseurs étrangers
à ℓ invariants par Gal(L/K) ≃ ∆ est majoré indépendamment de n :
(Dm(ℓ)LL C : Pm
(ℓ)
L
L
C) ≺ ℓ cK,m .
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5 Construction de l’extension principalisante
Résumons la situation : étant donnée une extension galoisienne K/k de corps de nombres
complètement décomposée en au moins une place à l’infini, un nombre premier ℓ et un diviseur
mK de K sans facteur carré, étranger à ℓ et stable par ∆ = Gal(K/k), ayant fait choix d’un
sous-module E εK de E
m
K (avec m = m
(ℓ)
K) de caractère χ
aug
∆ , nous avons défini une constante cK,m ;
puis, pour une classe [dK ] d’ordre ℓ-primaire dans ClmK et un entier n ≥ cK,m, nous cherchons
— une place p de k et une place pK de K au-dessus qui satisfasse les trois conditions suivantes :
(i) pK est au-dessus d’un premier p 6= ℓ de Q complètement décomposé dans Kn = K[ζℓn ],
(ii) pK représente la classe [dK ] de Cl
m
K (autrement dit a même image dans Gal(H
m
K/K)),
(iii) l’une des places au-dessus pn dans Kn est d’image τ ℓ
h
n dans Gal
(
Kn
[
ℓn
√
E εK
]
/Kn
)
,
— et une ℓ-extension cyclique F/k ramifiée uniquement en p avec pour indice ℓn.
Examinons d’abord cette dernière condition. Par la théorie ℓ-adique du corps de classes (cf.
[12]), le groupe de Galois de la ℓ-extension abélienne p-ramifiée ∞-décomposée maximale Hpk du
corps k relativement à sa sous-extension non-ramifiée maximale Hk est donné par l’isomorphisme :
Gal(Hpk/Hk ) ≃
(Rk
∏
q
Ukq
∏
q|∞
Rkq
)
/
(Rk
∏
q6=p Ukq
∏
q|∞
Rkq
) ≃ µkp/sp(Ek),
où Ukp = µkp est le ℓ-groupe des racines de l’unité dans kp et sp(Ek) l’image locale du groupe des
unités globales. Or, le quotient obtenu est cyclique d’ordre ℓm pour un m ≥ n si et seulement si
le complété kp contient les racines ℓn-ièmes de l’unité et si les éléments de Ek sont des puissances
ℓn-ièmes locales dans kp ; ce qui a lieu dès que la place p est complètement décomposée dans
l’extension k
[
ζℓn ,
ℓn
√
Ek
]
/k. Lorsque c’est le cas, le corps k possède donc une ℓ-extension cyclique
p-ramifiée et ∞-décomposée F avec un indice de ramification ep(F/k) = ℓn. En effet :
Lemme 5. Tout ℓ-groupe abélien A qui possède un sous-groupe cyclique C contient un sous-groupe
B qui rencontre trivialement C et définit un quotient cyclique A/B contenant BC/B ≃ C.
Preuve du Lemme. Écrivons A =
⊕
Zai avec Zai ≃ Z/ℓniZ et C = Zc avec c =
∏
amii ; et notons
ni◦ −mi◦ le minimum des ni −mi, donc C ≃ Z/ℓni◦−mi◦ . Alors B =
⊕
i6=i◦
Zai convient.
En fin de compte, l’existence de F est donc assurée dès lors que l’on remplace la condition (i) par :
(i′) pK est au-dessus d’un premier p 6= ℓ complètement décomposé dans Kn
[
ℓn
√
Ek
]
/Q.
Et tout le problème est alors de s’assurer de la compatibilité des trois conditions (i′), (ii) et (iii).
Or, si les extensions kummériennes Kn
[
ℓn
√
Ek
]
/Kn et Kn
[
ℓn
√
E εK
]
/Kn sont bien linéairement
disjointes, les sous-groupes Ek et E εK de EK étant en somme directe par construction, il peut
arriver en revanche que les extensions HmK/K et Kn
[
ℓn
√
EkE εK
]
/K ne le soient pas, de sorte que
(i′) pourrait se révéler incompatible avec les deux conditions (ii) et (iii).
Pour éviter cet écueil, notons ℓmK l’ordre de µK ; puis K∞ = K[ζℓ∞ ] l’extension cyclotomique
engendrée par toutes les racines d’ordre ℓ-primaire de l’unité ; et considérons l’extension abélienne
non ramifiée HmK ∩Kn
[
ℓn
√
EkE εK
]
qui coïncide avec Kε = HK ∩K∞
[
ℓmK
√
EkE εK
]
pour n grand.
L’exposant du ℓ-groupe abélien Gal(Kε/K) est plus petit que le produit ℓhK = [HK∩K∞ : K] ℓmK .
Si donc nous définissons l’entier h introduit dans la section précédente en prenant h = hK , la
compatibilité de (i′) avec (iii) est automatique. Celle de (i′) avec (ii) est alors immédiate sous la
condition supplémentaire :
(iv) [dK ] est une puissance ℓhK -ième dans ClmK .
Lorsque cette dernière est remplie, le théorème de densité de Čebotarev (cf. [3] ou e.g. [15])
appliqué dans la clôture galoisienne de l’extension HmK
[
ζℓn , ℓ
n
√
EkE εK
]
/Q nous assure l’existence
d’une infinité de premiers p possédant une place pK au-dessus qui satisfait les conditions requises
(i′), (ii) et (iii) ; et donc l’existence d’une infinité de ℓ-extensions F/k convenables. Ainsi :
Proposition 6. La construction de F est possible dès lors que la classe [dK ] est une puissance
ℓhK -ième dans ClmK , où ℓ
hK désigne le produit du degré [HK ∩K∞ : K] par l’ordre ℓmK de µK .
6
6 Preuve du résultat principal
Plaçons nous d’abord dans le cas galoisien. Nous avons :
Théorème 7. Étant donnée une extension galoisienne K/k de corps de nombres complètement
décomposée en au moins une place à l’infini, un nombre premier ℓ et un diviseur mK de K sans
facteur carré, étranger à ℓ et stable par ∆ = Gal(K/k), pour chaque classe [dK ] d’ordre ℓ-primaire
dans le groupe de classes de rayons ClmK , et tout ensemble fini Sk de places de k il existe une
infinité de ℓ-extensions abéliennes ∞-décomposées F/k non-ramifiées aux places de Sk et telles
que la classe [dK ] se principalise dans le groupe de classes de rayons ClmL du compositum L = FK.
La première étape consiste à se ramener au cas où [dK ] est une puissance ℓhK -ième dans ClmK :
Proposition 8. Quitte à grossir K par composition avec une ℓ-extension abélienne ∞-décomposée
de k, nous pouvons supposer HK ∩K∞ = K et [dK ] ∈ (ClmK)ℓ
h
pour un h arbitaire.
Preuve. Remplacer K par la sous-extension non ramifiée maximale HK ∩K∞ de sa Zℓ-extension
cyclotomique, revient à composer K avec un étage fini de la Zℓ-extension cyclotomique Q∞ de Q.
Cela fait, le corps obtenu K ′ vérifie par construction la condition HK′ ∩K ′∞ = K ′. Par suite, le
théorème de Čebotarev appliqué dans la clôture galoisienne de l’extension HmK′ [ζ2ℓh ] nous assure
l’existence d’un premier qK′ ∤ ℓmK′ de K
′ dans l’étendue [dK′ ] de la classe [dK ] (i.e. d’image
donnée dans Gal(HmK′/K
′)) complètement décomposé dans K ′[ζ2ℓh ]K ′ et au-dessus d’un premier
qk /∈ Sk lui-même au-dessus d’un q de N complètement décomposé dans K ′/Q :
— pour ℓ impair, cela résulte immédiatement de la disjonction linéaire des extensions ;
— pour ℓ = 2, si l’extension K[i]/K est non-ramifiée et∞-décomposée, le résultat vaut encore
à condition de remplacer K/k par l’extension K[i]/k qui vérifie alors les mêmes propriétés.
De ce fait, le sous-corps totalement réel du corps cyclotomique Q[ζ2ℓh ] contient un unique sous-
corps F◦ qui est cyclique de degré ℓh et totalement ramifié en q. Comme q est pris complètement
décomposé dans K ′/Q, la place qK′ au-dessus est totalement ramifiée dans l’extension composée
K ′F◦/K
′ ; de sorte que l’étendue [dK′F◦ ] de [dK′ ] est bien une puissance ℓ
h dans ClmK′F◦ .
Preuve du Théorème. Nous sommes maintenant en mesure d’établir le Théorème 7. D’après la
Proposition 8, nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, l’égalité HK ∩ K∞ = K
et [dK ] ∈ (ClmK)ℓ
mK , où ℓmK désigne l’ordre du ℓ-groupe µK . La Proposition 6 nous assure alors
pour tout n donné arbitrairement grand l’existence d’une infinité de ℓ-extensions cycliques ∞-
décomposées F de k ramifiées en un unique premier p avec pour indice ep(F/k) = ℓn, qui satisfont
les conditions (i), (ii) et (iii) de la section précédente.
En particulier la classe [dK ] est représentée par l’un des [K : k] idéaux pK au-dessus de p,
lequel se ramifie dans l’extension composée L/K = KF/K avec pour indice ℓn, de sorte qu’on a :
pK = q
ℓn
L pour un idéal qL qui est invariant par C = Gal(L/K). L’étendue [dL] = [qL]
ℓn de [dK ]
à L est ainsi la puissance ℓn-ième de la classe d’un idéal ambige. D’après la Proposition 4, c’est
donc la classe principale dès qu’on a : n ≥ cK,m ; et [dK ] se principalise alors dans ClmL .
Scolie 9. La conclusion du Théorème vaut encore lorsque K/k n’est pas supposée galoisienne.
Preuve. La démonstration de ce résultat est en tous points identique à celle donnée par Bosca
[2] pour les classes d’idéaux. Partons d’une classe d’ordre ℓ-primaire [dK ] ; introduisons la clôture
galoisienne K¯/k de K/k et notons ℓh la ℓ-partie du degré de K¯/K. D’après la Proposition 8,
quitte à grossir K par composition avec une ℓ-extension abélienne de k (ce qui n’augmente pas h),
nous pouvons supposer que [dK ] est une puissance ℓ
h-ième dans ClmK , donc la norme dans K¯/K
d’une classe [d
K¯
] de Clm
K¯
. Donnons-nous maintenant un corps principalisant F pour [d
K¯
], i.e. une
ℓ-extension abélienne ∞-décomposée F/k telle que l’étendue [d
FK¯
] de [d
K¯
] soit la classe triviale.
Alors l’étendue à FK de sa norme NK¯/(K¯∩FK)([dK¯ ]) est la classe triviale de Cl
m
FK . Or on a :
[dK ] = NK¯/K([dK¯ ]) = N(K¯∩FK)/K
(
NK¯/(K¯∩FK)(([dK¯ ])
)
;
de sorte que [dK ] se principalise dans Cl
m
FK .
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7 Conséquences arithmétiques
Définition 10. Soient k un corps de nombres et T = Tk un ensemble fini de places de k. Pour
toute extension algébrique K de k (non nécessairement de degré fini sur k), convenons de noter
TK l’ensemble (éventuellement infini) des places de K au-dessus de T . Nous disons que K est
T ◦K-principal lorsque son groupe des classes T
◦
K-infinitésimales (défini comme limite inductive des
groupes analogues associés aux sous-extensions de degré fini) est trivial ; ce qui s’écrit :
Cl
T◦K
K = 1
Cela posé, appliquons d’abord le Théorème principal avec k = Q.
Scolie 11. Pour tout corps de nombres totalement réel K et tout ensemble fini T = TQ de places
de Q, il existe une infinité d’extensions abéliennes réelles F/Q telles que les classes de rayons
modulo mK =
∏
qK∈TK
qK de Cl
mK
K capitulent dans Cl
mFK
FK (avec mFK =
∏
qFK∈TFK
qFK).
En d’autres termes, le groupe ClT
◦
K
K des classes T
◦
K-infinitésimales de K capitule dans le sur-
corps K[cos(2π/n)] pour une infinité de n étrangers à un entier arbitraire donné.
Passant à la limite inductive, nous obtenons la généralisation suivante, en termes de classes
infinitésimales modérées, du Théorème principal de Kurihara (cf. [14], Th. 1.1 & [2], Cor. 1) :
Corollaire 12. Soit Qab+ =
⋃
n>0Q[cos(2π/n)] la plus grande extension abélienne réelle de Q (i.e.
le sous-corps réel maximal du corps cyclotomique Qab =
⋃
n>0Q[ζn]). Alors, pour tout ensemble
fini TQ de places de Q, les extensions algébriques totalement réelles K de Qab+ sont T
◦
K-principales.
Regardons maintenant le cas relatif en distinguant suivant la signature du corps de base k :
Scolie 13. Soit k un corps de nombres totalement réel et Tk un ensemble fini de places de k.
Alors, pour tout corps de nombres K qui contient k et possède au moins une place réelle, il existe
une infinité d’extensions abéliennes F/k complètement décomposées en toutes les places à l’infini
et telles que les classes de rayons modulo mK =
∏
qK∈TK
qK de Cl
m
K capitulent dans Cl
mFK
FK .
Passant à la limite, nous obtenons la généralisation en termes de classes infinitésimales modérées
d’un résultat conjecturé par Gras et démontré par Bosca (cf. [5], Conj. 0.5 & [2], Cor. 4) :
Corollaire 14. Soit k un corps de nombres totalement réel, kab+ sa plus grande extension abélienne
totalement réelle et Tk un ensemble fini de places de k. Alors toute extension algébrique K de kab+
dont la clôture galoisienne possède au moins un plongement réel est T ◦K-principale.
Preuve. D’après le scolie, pour tout α dans K, le groupe des classes T ◦
k[α]-infinitésimales du corps
k[α] capitule dans le sous-corps kab+[α] de K. Et K est donc bien T
◦
K-principal, comme annoncé.
Scolie 15. Soit k un corps de nombres qui possède au moins une place complexe et Tk un ensemble
fini de places de k. Alors, pour tout corps de nombres K qui contient k, il existe une infinité
d’extensions abéliennes F/k complètement décomposées en toutes les places à l’infini et telles que
les classes de rayons modulo mK =
∏
qK∈TK
qK de Cl
m
K capitulent dans Cl
mFK
FK .
Passant à la limite inductive, nous obtenons, toujours en termes de classes infinitésimales
modérées, une généralisation d’un second résultat de Kurihara (cf. [14], Th. A.1 & [2], Cor. 3) :
Corollaire 16. Soient k un corps de nombres qui possède au moins une place complexe (par
exemple un corps quadratique imaginaire), kab+ sa plus grande extension abélienne de k complète-
ment décomposées en toutes les places à l’infini, et Tk un ensemble fini de places de k.
Alors toute extension algébrique K de kab+ est T
◦
K-principale : Cl
T◦K
K = 1.
Preuve. D’après le scolie, pour tout α dans K, le groupe des classes T ◦
k[α]-infinitésimales du corps
k[α] capitule dans le sous-corps kab+[α] de K. Et K est donc bien T
◦
K-principal, comme annoncé.
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Appendice
Nous nous sommes limités dans cet article au cas de la ramification modérée. On peut natu-
rellement se demander ce qu’il en est lorsqu’on autorise de la ramification sauvage, notamment en
considérant les groupes de classes T -infinitésimales plutôt que T ◦-infinitésimales.
Fixons pour cela un nombre premier ℓ. Une première difficulté est que le ℓ-groupe des classes
T -infinitésimales CℓTK n’est plus nécessairement fini dès lors que l’ensemble T contient une ou
plusieurs des places au-dessus de ℓ : par exemple, si T les contient toutes, la conjecture de Leopoldt
postule précisément que CℓTK est fini dans le cas où le corps K est totalement réel ; il est toujours
infini sinon (cf. e.g. [6, 10, 11, 12]). Plus généralement, si la ℓ-partie T¯ (ℓ) de T contient certaines
des places au dessus de ℓ (sans nécessairement les contenir toutes), la dimension du groupe CℓTK
modulo sa Zℓ-torsion dépend de propriétés fines d’indépendance ℓ-adique des ℓ-unités.
On peut bien sûr tenter de contourner cette obstruction en se concentrant sur le sous-groupe
de torsion T TK de CℓTK , qui est seul susceptible de capituler par ℓ-extension (finie). Mais, même
dans ce cadre restreint, le résultat de principalisation peut être en défaut : par exemple, lorsque
T est exactement l’ensemble des places au-dessus de ℓ, le morphisme d’extension T TK → T TL est
toujours injectif sous la conjecture de Leopoldt (cf. [6] ou [13]), quelle que soit l’extension L/K. La
raison profonde est que le groupe d’unités qui contrôle la capitulation est trivial dans ce dernier
cas. Un phénomène analogue (mais plus compliqué) se produit pour le sous-groupe de torsion du
module de Bertrandias-Payan T bpK (cf. [7, 13, 16]), pour lequel le groupe en question se réduit aux
racines de l’unité.
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